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Введение

  Геометрия – это увлекательный раздел математики. Мой интерес к нему обусловлен красотой и простотой геометрического содержания, ведь почти любую задачу, ее содержание можно показать графически, с помощью рисунка. Поэтому при решении конкретных  задач мы иногда используем графический метод, то есть численные решения пытаемся  получить графически. Такой метод решений основан на геометрических построениях.  А можно ли изобразить графически умножение чисел, а деление и другие арифметические действия?  А существуют ли способы графических вычислений алгебраических выражений? Меня заинтересовал этот вопрос,  и я задалась целью найти ответ на них. Оказывается, что существует ряд интересных и чрезвычайно простых применений графиков к разным арифметическим действиям. Это можно  назвать без большого преувеличения геометрической арифметикой.      Родоначальником этой области математики был Пифагор, т. к. ему приписывается инициатива в деле связывания арифметики с геометрией.  Графический счет сложился, однако, только  в ХIХ веке и сразу был перенесен в область практического  употребления, несколько примеров,  которого будет приведено ниже.          

 Актуальность рассмотрения этих задач возрастает в связи с тем, что является одним из областей прикладной математики. Умение пользоваться графическим методом имеет  важное  значение в практической деятельности, т.к. постоянно мы сталкиваемся с различными задачами, решение которых этим  методом  позволяет  нам   понять суть, «увидеть»  решение, осмыслить и организовать математическую информацию в такой области математики, как арифметика.  Практическая  ценность  геометрии не вызывает сомнений и эти задачи для показа связей геометрии с окружающим  миром. Они нужны для приобретения практических навыков применений геометрических знаний, и потому представляют познавательный интерес.          

Итак, объектом моих исследований являются арифметические задачи,  а предметом – графический метод решения этих задач 
При выполнении работы у меня появилось предположение, что можно найти графическое решение  любой арифметической задачи,  используя рассмотренные в этой работе опорные задачи  Но я не знаю, верно ли  это,  и как это доказать. 

В данной работе  рассмотрены не только так называемые основные построения арифметических действий,  но и  подробные описания   более сложных построений, приводящих к решению арифметических задач.

Цель исследования: выяснить и показать возможность геометрических построений арифметических действий, способы графических вычислений алгебраических выражений

Задачи: обработка материала и его осмысление, поиск решения арифметических задач с помощью геометрии, описание построений,  использование собранного материала  в учебном процессе
Методы исследования: изучение математической литературы, математические методы, графические методы.
 Сложение и вычитание.
Методы решения арифметических задач, основанные  на геометрических построениях, хотя и не дают высокой точности, но они наглядны и просты. Рассмотрим способы графических вычислений арифметических действий.
Сложение и вычитание чисел легко находили с помощью отрезков еще в начальных классах. Чтобы построить  а + b на числовой прямой отложим отрезки длиной ОА = а   и   АВ = b, тогда ОВ = а + b
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                                                               Рис 1                                                                             
Умножение.    Рассмотрим три способа умножений.

 1)  Даны три числа  l1, l2, l3 . Надо найти их произведение.                                  

    На оси Ох (рис. 2а) отложим отрезок ОА, равный произвольно выбранной единице длины. из точки А  восстанавливаем перпендикуляр к Ох и откладываем на нем  
отрезки:  АА1= l1 , АА2= l2 , АА3= l3.
Затем откладываем ОВ = АА1 и восстанавливаем из точки В перпендикуляр, который пересечет ОА2 в точке В1. Откладывая ОС = ВВ1, получим точку С и снова восстанавливаем перпендикуляр, который пересечет ОА3 в точке С1

Отрезки ВВ1 и СС1 представляют собой соответствующие произведения  l1( l2 ,  l1( l2( l3, что можно легко доказать, исходя из подобия треугольников ОАА2 и ОВВ1, а также треугольников ОАА3 и ОСС1.
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Действительно, 
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.   Но ОА = 1, ОВ = ОА1 = l1, АА2 = l2, следовательно, ВВ1 = l1( l2. Подобным  же образом СС1 = ВВ1( l3 = l1( l2( l3. 
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                                 Рис.2а                                                                       Рис.2б
2)   На рисунке 2б показано построение произведения двух чисел  а( b = ОА, ОВ = b,           ОС = а, ОD =1.
 3) Найти часть от некоторого числа а. По заданному отрезку   а найдем  произведение 
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Решение: Для двух произвольных прямых, пересекающихся в точке О отложим отрезки ОМ, ОВ и ОА с длинами m, n, a соответственно; затем проведем через точку С прямую СD, параллельную АВ. Из подобия треугольников  ОАВ и ОDС следует, что ОD =
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                                                                   Рис. 3

Деление.  Два числа, частное от которых требуется  получить, обозначим через а и b. (рис.3)  Откладываем ОD = 1, ОВ = b и ОА = а. Тогда отрезок ОС даст нам искомое частное.
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Действительно, 
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                                                                                       Рис 3 
Возведение в степень. Число, которое мы должны возвести в какую-нибудь степень, представляем в виде отрезка а (рис.4). 
Начертим две взаимно перпендикулярные оси ОХ и ОУ. На оси ОХ отложим  ОА =1 и на оси 0У откладываем ОВ = а. Соединяем  А  с В  прямой линией и из точки В восстанавливаем перпендикуляр к этой линии. Этот перпендикуляр пересечет ОХ  влево от О в точке С ; из этой точки снова восстанавливаем перпендикуляр к ВС, и т. д. 
Докажем, что ОС = а2, ОD = а3, ОЕ = а4, и т. д. Основываясь на известной теореме о том, что перпендикуляр, опущенный из вершины прямого угла на гипотенузу в прямоугольном треугольнике, является средним пропорциональным между отрезками, на которые он делит [image: image60.emf]A
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гипотенузу, получим: 
ОА ( ОС = (ОВ)2, т.е. ОС = а2
ОВ ( ОD = (ОС)2, т.е. а(ОD = а4, откуда ОD = 
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                                                                                                   Рис 4.
Комбинируя действия, позволяющие производить сложение, вычитание, умножение и деление, можно тем самым графически вычислять значения  многочлена     р(х) = а0хп + а1хп-1+ …+ ап  при заданных его коэффициентах и заданном х. Это можно сделать, например, представив его в виде   (((а0х + а1)х + а2(х + … (х + аn. И начав графические вычисления с внутренних скобок.  (6, с 84 (
Извлечение квадратного корня.    Способ 1. Достаточно найти отрезок АМ, который являлся бы средним геометрическим для отрезков  ОА = 1 и  АВ, равного числу а (рис.5).  Действительно, 
АМ = 
[image: image12.wmf]АВ

ОА

×

,  АМ =
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. Если N будет большим числом,  и отложить его графически не удастся, то можно применить метод, описанный ниже. 
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                                   Рис 5
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Способ П.   Этот способ основывается на теореме Ферма о том, что каждое целое число  - это или полный квадрат, или сумма двух, трех или четырех квадратов. Это означает, что каждое целое число можно разложить на полные квадраты, а затем извлечь из них корни, применяя теорему Пифагора для прямоугольных треугольников.  Требуется, например, извлечь квадратный корень из числа 42.   Разлагаем это число па полные квадраты:              42 = 12 +  42 + 52 .
                                                                               Рис.6
Построим первый прямоугольный треугольник с катетами, равными 1 и 4 (рис.6). Гипотенуза будет равняться 
[image: image14.wmf]17

. Примем ее за катет нового прямоугольного треугольника, второй катет которого будет равным 5. Гипотенуза этого второго треугольника будет равна 
[image: image15.wmf]42

.
Если данное нам число может быть разложено на полные квадраты многими способами, то следует выбрать из них самый удобный. Например: 

28 = 12 + 32 + 32 + 32;                                 28 = 22 + 22 + 22 + 42; 

28 = 12 + 12 + 12 + 52;                                28 = 82 - 62. 
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Самым удобным будет последнее равенство. Достаточно построить прямоугольный треугольник, гипотенуза которого будет равняться 8, а один из  катетов  равен 6,а  второй катет даст нам 
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                                                                Рис.7.
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При других вариантах можно пользоваться ступенчатым строением прямоугольных треугольников, из которых первый имеет оба катета, равные каждый 1 (рис.8). Гипотенуза такого треугольника дает
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. Строя дальше треугольники согласно прилагаемому рисунку, будем получать гипотенузы, равные поочередно
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                                     Рис.8

Суммирование чисел в натуральном числовом ряду
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Интересны результаты графического изображения суммы некоторых особенных прогрессий. Они очень наглядно подтверждают результаты, достигнутые чисто арифметическим путем.  Известно, например, графически такую прогрессию можно представить в виде квадрата, сторона которого, а следовательно, и площадь, равняется единице. (см. Приложение). Рассмотрим сумму простых чисел натурального ряда.
    Рис.9
Присмотримся к фигуре АЕFD  (рис 9 ), образованной из прямо-

угольников, составленных из 1, 2, 3, 4, …, n  равных 
 квадратиков, из которых каждый представляет единицу площади. 
Площадь фигуры АЕFD  представляет собой сумму S простых
чисел натурального ряда.  Если присоединить к ней сверху                              Рис 9
такую же фигуру ЕFСВ, то получится прямоугольник АВСD, который как это видно непосредственно из рисунка, содержит n (n+1)  квадратиков и площадь которого будет,  конечно, равна 2S. Отсюда формула S = 
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              До сих пор мы занимались исключительно графическим представлением и решением арифметических задач. А можно ли  решить 
  задачу противоположного характера, исходным пунктом 
которой является некоторая графическая идея, а
 результат дает интересные  арифметические выводы?
 Окружность разделена на некоторое число равных дуг 
АМ, МN, NР, РQ  и т. д. (рис. 10). Точки А, М, N, Р, Q и 
так далее соединены с центром О прямыми, которые являются          Рис 10.

 радиусами этой окружности. Из точки А опустим на радиус ОМ  перпендикуляр АВ1; из точки В также опускаем  перпендикуляр Вb на ОN,  и т. д. Интересно будет найти суммы всех этих перпендикуляров, образующих как бы спираль, выходящую из А и устремленную к точке О. 
Нетрудно убедиться, что линия АВ1bс1сd1d ... будет по своей длине одинаковой с ломаной линией АВ1ВС1СD1D... 
Известно также, что отрезки АВ’, ВС’, СВ’,... образуют геометрическую прогрессию и что отрезки В1В, СС1, D1D … образуют геометрическую прогрессию с таким же самым знаменателем. 
Более того, все отрезки АВ1, В1В, ВС1, С1С, СD1, D1D’,… являются членами одной геометрической прогрессии, как это следует из равенства отношений: 
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…
Следовательно, длина ломаной линии АВ1bс1сd1d равна сумме членов некоторой 
геометрической прогрессии.
Заключение
Итак, вопрос  о возможности решения  арифметических задач с помощью геометрических построений решен. Оказывается, что существует ряд простых способов наглядного (графического) представления арифметических действий.

Мною в данной работе представлены не только способы графических вычислений арифметических действий, но и возможность применения графиков к различным алгебраическим выражениям.  Большой интерес вызвал применение геометрических построений при  нахождении суммы некоторых особенных прогрессий.  Также составлен небольшой сборник  таких задач. 

Выводы:

1. Используемая геометрическая интерпретация арифметических действий наглядна и удобна

2. Используя графический метод,  можно получить экономные и изящные решения

3. Непосредственное применение изложенный материал может иметь не только на уроках математики, но и  в практической деятельности.
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Приложение 1
Сборник задач «Геометрическая арифметика»
Задача 1 .   Зная два первых члена убывающей геометрической прогрессии, найти остальные ее члены.
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  Рис. 1                      [image: image24.emf]O
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Рис. 2
Решение:
Чертим отрезок АВ1, равный первому из двух данных членов прогрессии (рис.1). 
Через точки А и В1 проведем две  произвольно взятые линии ОУ и ОХ, пересекающиеся в точке О. На АВ1 отложим отрезок IВ1, равный второму члену прогрессии. Через точку  I проведем прямую, параллельную 0Z.  Через точку пересечения В этой прямой с прямой ОY, проводим прямую, параллельную АВ1; затем через точку С1  - параллельную В1В, и т.д. Тогда 
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…       Это означает, что члены данной прогрессии будут равняться отрезкам АВ1, ВС1, …и т.д.

Задача 2.   Найдите  сумму любого числа членов убывающей геометрической прогрессии.
Решение:   На основе сказанного выше можно легко отыскать сумму любого числа членов убывающей геометрической прогрессии,  достаточно продлить линии СС1,DD1, ЕЕ1,... до их пересечения с продолжением линии АВ1  в точках С11, В11, Е11 (рис. 2), и т. д. 
Ясно, что АС11, АВ11, АЕ11  - это суммы двух, трех и  четырех членов прогрессии. 
Если через точку О провести до пересечения с продолжением отрезка АВ1 в  точке О11 прямую ОО11 , параллельную прямой ВВ1, то получим отрезок АО11, который будет представлять собой сумму членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии: 

АО11 = АВ1 + ВС1 + СD1 + DЕ1+... 

На рисунке 3  отрезки АВ1 , ВС1 , СD1 , DЕ1...  являются, как нам уже известно, членами бесконечно убывающей геометрической прогрессии, знаменателем которой будет отношение ОС1: ОВ1, а суммой - отрезок АО11. Но на этом же рисунке имеем: 
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   Рис 3
Это означает, что отрезки ВВ1, СС1, ВВ1, ЕЕ1,... также являются членами бесконечно убывающей геометрической прогрессии с тем же самым знаменателем ОС1: ОВ1, что и в предыдущей прогрессии, но только с другим первым членом. 
Легко установить, что сумма членов этой прогрессия равна отрезку ОО11. 
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Задача 3.  Докажите, что сумма прогрессии  
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с бесконечным числом членов дает в сумме 1 

Решение:  Возьмем квадрат со стороной 1 (рис.4) и впишем 
 в него второй так, чтобы его вершины лежали на точках,            Рис. 4

делящих стороны первого квадрата пополам. Легко  доказать, 
что сумма площадей  треугольников АА1D1,  ВВ1А1,  СС1В1,   DD1С1  
 АА1D1 +ВВ1А1 +СС1В1 + DD1С1  равняется половине площади   

 квадрата АВСD,  то есть  
[image: image29.wmf]2

1

.Сумма треугольников  LА1M,  MВ1N,  NС1O,   OD1L   равняется четверти квадрата  АВСD; сумма треугольников, полученных таким же образом, равняется 
[image: image30.wmf]8

1

, и т.д.   Продолжая эту прогрессию в  бесконечность, мы, разумеется, в пределе получим всю площадь первоначального квадрата  АВСD. 

Задача 4  Найдите сумму      
[image: image31.wmf]...
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Решение:       Примем, что треугольник АВС ( рис5 ) имеет площадь, равную единице. Точки D и Е являются серединами сторон АС и АВ;  ВD будет, следовательно медианой, опущенной из вершины В.                
Соединим точки D и Е и проведем прямую ЕF, параллельную
АС, затем прямую FG, параллельную DЕ, и т.д.

Из рисунка ясно видно, что треугольники   АDЕ и  ЕFG, и другие
 имеют  площади,    равные 
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   площади треугольника                           Рис 5
АВС. Сумма их равняется 
[image: image33.wmf]3

1

, так как  площадь треугольника  равен 
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1

    площади трапеции АЕКС,  площадь треугольника ЕFG  равен 
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1

 площади трапеции  ЕGLК, и т.д. Отсюда ∆АDЕ +∆ЕFG+ … равняется 
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 площади треугольника АВС, то есть выражается числом 
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. Но поскольку 
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, то конечно 
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4

.
 Задача 4
При помощи простых геометрических фигур найдите сумму простых n нечетных чисел натурального ряда.
Решение 

[image: image69.emf]k
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Возьмем квадраты АЕFG  и А1Е1F1G1, стороны которых равны k и k+1 единиц.(рис.6) Разность площадей этих двух квадратов,  фигура ЕЕ1F1G1GF, названная греками гномоном, складывается из двух прямоугольников с общей площадью, равной 2, и из квадрата, площадь которого равна единице. 
        Прибавляя тогда к квадрату k2  гномон, представляющий 
нечетное число 2 k + 1, получим квадрат (k + 1)2.  Если к 
квадрату с площадью, равной единице, который изображен 
на рисунке 7 прибавить гномон, равный 2 (1 + 1, то есть 3, 
мы получим квадрат АЕ F1G1, равный (1 + 1)2, то есть 22.                                 Рис.6

       Прибавляя к нему гномон 2( 2 + 1 = 5, получим квадрат (2 + 1)2, то есть 32 и т. д.  Если квадрат с площадью, равной единице,  мы тоже будем называть гномоном, то можно сказать, что сумма n гномонов, расположенных один над другим, или сумма n  простых нечетных чисел, равняется квадрату со стороной n, то есть n2 . Иначе: сумма простых нечетных чисел натурального ряда равняется квадрату их числа. 
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Задача 5.   Представьте  графически  вычисление суммы кубов  простых  k натуральных    чисел.  
Решение:  Стороны квадрата АВСD  (рис.7) равны сумме 1 + 2 + З + ... + k.
 В этом квадрате при вершине А построим ряд квадратов со                Рис 7
 сторонами: 1, 1+2, 1+2+3, …, 1+2+3+…+ k. Гномон ВСDD1С1В1
 с шириной, равной k, имеет площадь: ВВ1FС +  DD1СЕ – СЕС1F = 2( k(АD – k2. Но АD + 1+2+3+ …+ k = 
[image: image41.wmf]2
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)

(
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k

k

,   поэтому площадь     гномона ВСDD1С1В1 составляет  k2(k + 1) - k 2 = k3. 
Следовательно, отдельные гномоны, отмеченные па рисунке, будут иметь площадь: 13, 23, 33,..., k3 . Сумма их представляет собой, как видим, квадрат со стороной, равной 1 + 2 + З + ... + k.  Это значит, что сумма кубов простых чисел натурального ряда равняется квадрату суммы этих чисел, то есть 13+ 23+ 33+...+ k3 = 
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Задача 6    Найти сумму всех перпендикуляров, опущенных на радиусы, выходящих их некоторой точки окружности.  и устремленную к центру окружности. ( длину спирали)
Решение: 
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Рассмотрим этот вопрос для тех случаев, когда окружность разделена на 6, 8 и 12 равных частей, причем радиус круга будем всегда принимать за единицу. 
Гексагон.  В треугольнике АОО1 (рис.8) радиус АО = 1, (АОВ1=( АО1О = 60°,            (ОАО1 = 30°; следовательно, АО1 = 2 ( ОО1 
Отсюда следует, что 
[image: image43.wmf]3
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Искомая сумма членов бесконечно убывающей
геометрической прогрессия АВ1 + В1В + ВС1 + С1С + ...                    Рис.8
 состоит из членов АВ1+ ВС1+ ..., которые в сумме дают отрезок АО1, а также членов В1В + С1С +...,  дающих в сумме отрезок ОО1. Окончательно получаем: 
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,  то  есть равняется  стороне   равностороннего  треугольника, вписанного  в  окружность  с  радиусом,  равным единице.    А так   как,  
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,   то,  следовательно, это будет одновременно суммой бесконечной прогрессии: 
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, с основанием  
[image: image47.wmf]2

1


Задача 7  
Октогон.  Дано АО = ОО1 =1 (рис.9), и, значит, АО1 =
[image: image48.wmf]2

. 
Искомая сумма составляет ОО1 + АО1 = 1 + 
[image: image49.wmf]2

, следовательно, будет равна радиусу круга, увеличенному на длину стороны квадрата, вписанного в этот круг  и одновременно это сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии: 
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[image: image50.wmf]4
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                                                        Рис 9

Задача 8
Додекагон.  АО=1,  (ОАО1=60°,       АО1 =  2( АО = 2, отсюда ОО1= 
[image: image52.wmf]3

   
Искомая сумма составляет АО1 + ОО1 = 2 + 
[image: image53.wmf]3

, следовательно, равняется  диаметру круга, увеличенному на длину стороны равностороннего треугольника, вписанного в эту окружность. И одновременно это сумма бесконечной прогрессии: 
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