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Введение
К задачам на построение ограниченными средствами относятся задачи на построение только циркулем и линейкой, которые рассматриваются в школьной программе. А можно ли решать задачи на построение только одной линейкой?  Зачастую под рукой не оказывается циркуля, а линейку всегда можно найти. И я задалась целью найти ответ на этот вопрос.

  Задачи на построения в геометрии – это увлекательный раздел. Интерес к нему обусловлен красотой и простотой геометрического содержания. Актуальность рассмотрения этих задач возрастает в связи с тем, что находит применение на практике, является одним из областей прикладной математики. Умение пользоваться одной линейкой для решения рассматриваемых в данной работе задач,  имеет важное  значение в практической деятельности, т.к. постоянно мы сталкиваемся с задачами на деление отрезка пополам, на удвоение данного отрезка и т. п.
В данной работе  рассмотрены не только так называемые основные построения, на которые следует опираться при решении более сложных задач, но и доказательства возможности построения различных точек, исходя из данных.
Геометрические построения одной линейкой
Дан конечный набор точек, линейка,  карандаш. Какие новые точки и фигуры  можно построить тогда? Дадим некоторые пояснения. Линейку будем рассматривать с двух точек зрения: как линейку и как двустороннюю линейку.  
1. Двусторонней линейкой ширины h  будем называть линейку с параллельными краями, находящимися на расстоянии h друг от друга, дающую возможность непосредственно строить: 

            а) произвольную прямую;
               б) прямую через две заданные или полученные в процессе решения задачи  точки;
                в) параллельные прямые, каждая из которых проходит через одну из таких точек, расстояния между которыми больше h (при этом построении линейка находится в таком положении, чтобы на каждом их двух ее параллельных  ребер,  оказалось по одной из двух данных точек,  будем в таком случае,  говорить о непосредственном построении).
Ширина линейки в данном построении считается постоянной, а потому, если в процессе решения конкретной задачи появится необходимость выполнения непосредственного построения в) относительно каких-то полученных точек А и В, то разумеется надо доказать, что длина АВ больше длины h.
2. При построении одной линейкой уточним постановку задачи. Точку будем считать построенной, если она одна их данных или является пересечением двух построенных прямых; в свою очередь прямую будем считать построенной, если она проходит через построенные  или данные точки. 
Если даны одна, две, три точки, никаких новых точек построить нельзя (рис 1);
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если даны четыре точки, какие-то три из которых (или все четыре) лежат на одной прямой, то же очевидно, что никаких других точек построить нельзя  (Рис 2); если даны четыре точки, лежащие в вершинах параллелограмма, можно построить только одну точку – его центр. (Рис.3). 

[image: image2]
Приняв выше сказанное,  рассмотрим отдельно задачи, решаемые двусторонней линейкой,  а затем линейкой. 
Построения двусторонней линейкой

I. Отнесем к основным построениям двусторонней линейкой следующие задачи:

[image: image1]1. Построить биссектрису угла АВС.
Решение:  (рис 4) а)  а (( (ВC)
 и  b (( (АВ) – непосредственно, а ( b=D.
 Получим ВD – биссектрису (АВС. Обоснование 
правильности полученного решения в этой и 
последующих задачах не вызывает затруднений.                                                 
                                                                                                                          Рис.4
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2. Удвоить данный угол АВС
Решение:  (Рис5).а)  а (((АВ) 
непосредственно, а ( (ВC)= D; 
 б) через точки В и D  m (( b е непосредственно,  
b( а =F . Получим (АВF = 2(АВС.
                                                              Рис.5
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 3. К данной прямой МN  в данной  ее
 точке А провести перпендикуляр (Рис.6)
1) (АА1) (( (ВВ1) (( СС1) – непосредственно
 (В ( (М N),  С((МN));
2) через А и В m (( n  - непосредственно,
 m  ( (СС1) = D.  Получим (АD)((МN).
                                                      Рис.6.                                        
[image: image19.wmf]2. 
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4. К данной прямой через данную вне ее точку провести перпендикуляр.

Решение:  Через данную точку С проведем
 две прямые, пересекающие  данную
 прямую АВ, и удвоим углы образовавшегося 
треугольника,  прилежащие к данной прямой.
(САN = 2(САВ
                                                                          Рис.7  
5. Построить точку, симметричную данной,  относительно данной прямой.

 Решение: см. задачу 4.  ( точка С симметрична точке N. Рис.7)
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6. Провести прямую параллельную данной прямой МN, через не принадлежащую ей точку А.
Решение 1: (Рис 8) 
1)(АА1) (( (ВВ1) (( (СС1) (( (DD1) (( (КК1) -

 – непосредственно, (СА) ( (ВВ1) = С2;   

2) (С2К) ( (DD1) = F. 
 (АF) – искомая прямая.
                                                            Рис 8
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Решение 2.  На рис.81  пронумерована  

последовательность проведения прямых,
  из которых 1, 2 и 3 параллельны по
 непосредственному построению; (АF) (( (МN). 
                                                                   Рис.81
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7. Разделить данный отрезок АВ пополам.        
Решение 1.  Рис.9.(только для случая, когда
 ширина линейки меньше длины данного
 отрезка) Провести непосредственно две пары
параллельных прямых через концы данного
отрезка, а затем диагональ полученного
параллелограмма.                                     Рис. 9.
Решение 2. (рис 91) 
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1) а(((АВ) и b(((АВ) – непосредственно;             
2) (АР), (АР) ( а = С, (АР) ( b = D;                       
3) (DВ) ( а = М, (СВ) ( b = N ;                              
4) (МN ) ( (АВ) = К;         

   5) (DК) ( (АN ) = F ;  

6) (ВF) (b = D1, (ВF) (а = С1;

7) (DВ) ((АD1) = ХЮ, (АС1) ((СВ) = Z.                                  Рис.91
8) (Х Z) ((АВ) =О.
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  Получим (АО( = (ОВ(.
Решение 3.(Рис92)

1) m (( (АВ) – непосредственно;                                
2) С( m, D( m, (АС) ( (В D) = К;    
3) (СВ) ((А D) = F; 

  4) (К F) ((АВ) =О.
Получим (АО( = (ОВ(.                                                                Рис.92
Указание к доказательству: в трапеции отрезок, проведенный через точку пересечения диагоналей, параллельно основаниям (с концами на боковых сторонах), делится этой точкой пополам.

В решении следующих задач на построение  только двусторонней линейкой используются непосредственное построение параллельных прямых и семь приведенных выше основных задач. 

[image: image25.emf]8.Через данную точку проведите две 
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8. Через данную точку проведите две взаимно перпендикулярные прямые.
Указание: провести через данную точку
 две произвольные прямые, 
а затем – биссектрисы
 смежных углов.  (Рис.10)
                                                           Рис.10
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9. Дан отрезок АD данной длины а. Постройте отрезок, длина которого равна 
[image: image3.wmf]3

а

.
Решение: Проведем m(а и  d((m через точку А. f (((АD), k(((AD)
 непосредственно. Проведем АВ и АС, где В = f(m, а 
С = m(k  Известным способом разделим АВ и АС
 пополам и проведем медианы треугольника АВС По свойству
 медиан треугольника ОD – искомый отрезок (Рис.11)          Рис. 11
10. Постройте отрезок, длина которого равна периметру данного треугольника.
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Решение:  (Рис. 12). Построим биссектрисы 

двух внешних углов треугольника, а затем из 

вершины В проведем перпендикуляры  на эти 

[image: image28.emf]На прямой даны два отрезка, длины которых а и b. 

Постройте отрезки длины которых равны 

а + b,  а -b,   (а + b)/ 2 и  (а –b)/ 2
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14. Дан равносторонний треугольник со стороной 1. Постройте 

равносторонний треугольник со стороной √13

биссектрисы. DE = а + b + с
                                                                   Рис.12
11. Дан отрезок длины а. Постройте отрезки длины 2а, 3а.
Решение: (рис13)                                    
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1. Разделить отрезок пополам
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1) (М N) (( (АВ) и (М1 N1) (( (М N) (( (М2 N2)  –  

- непосредственно;
2) (СА) и (СВ) через А и В.
Отрезки А1В1 и А2В2 искомые.
Другое решение этой задачи можно 
усмотреть из решения задачи 7.                                                 Рис. 13
12. На прямой даны два отрезка, длины которых а и b. Постройте отрезки,  длины которых равны а + b, а - b, 
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 (рис14)                                                    
1) (А1В1) (( (А2В2) (( (АВ) – непосредственно;
2) М ( (А2В2), (МХ) ( (А1В1) = М1, (МZ) ((А1В1) = К;

3) (Х1К) ( (А2В2) = N, (NZ1) ((А1В1)= N1.
Получим: (М1N1( = (М1К( + (КN1( = 
[image: image7.wmf]2
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.                                Рис 14
13. Дан равносторонний треугольник со стороной 1. Постройте
     квадрат со стороной 1, выполняя только построение биссектрис. (Рис.15)
14. Дан равносторонний треугольник со стороной 1. Постройте равносторонний
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треугольник, сторона которого равна 
[image: image8.wmf]13

.  (Рис.14)
Указание: используя только задачу 1, можно строить
 фигуру, составленную из треугольников равных 
данному  треугольнику АВС.
 Точки В, D, К – вершины искомого треугольника.
                                                                                 Рис.16
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15. Дан квадрат со стороной 1. постройте: а) отрезки длиной 2 - 
[image: image9.wmf]2

 и 2
[image: image10.wmf]2

 - 2;
б) отрезок длиной 
[image: image11.wmf]3

;                                       
в) угол в 600;

г) равносторонний треугольник со стороной 1. 

 1.Указание к а). Проведите диагональ квадрата и
 биссектрисы двух углов  при одном   конце диагонали. 

 Решение: б) и в) (рис15). (DВ), (DМ) – продолжение (АD);

[image: image36.emf]15. Дан квадрат со стороной 1. 

Постройте: а) отрезки длиной   2 -√2  и  2 √2 -2;

б) отрезок длиной √3;    в) угол в 60 градусов

г) равносторонний треугольник со стороной 1.

А

В

С D

M

N

K

F

P

  2)( DN) биссектриса (МDС, (DК) – биссектриса (СDN;
3) F = SDК(С),  (ВF( = 
[image: image12.wmf]3

;                                          
4) точка Р симметрична точке F относительно биссектрисы (FВС,  (ВАР = 600
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Данаокружность, центр которой не указан. 

Постройте его двусторонней линейкой 

ширины меньше, чем радиус.


16. Постройте центр окружности, если он не задан. 
Решение:  (рис16) Проведем прямую АВ, пересекающую 

окружность в точках А и В;  ВС(АВ, где С – точка пересечения 
с окружностью. Через точку  С  проведем параллельно  АВ 
прямую СD; СD пересекает окружность в точке D. Соединив         
D с В и А с С, получим   искомую точку – центр окружности.                      Рис 16
Построения  одной  линейкой
[image: image38.wmf]3.  
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Здесь  рассмотрим частный случай:  пусть даны точки Р, Q, Р1 и Q1. и они лежат в вершинах трапеции, и будем считать это во всех задачах заданной.
17. Разделить отрезок  Р Q пополам
Решение показано на рисунке 17
Даны точки Р, Q, Р1 и Q1 и параллельные прямые 
РQ, Р1Q1. Проведем  РQ1(QР1 = В, РР1( QQ1= А
Соединим точки  А и В. АВ(РQ =  F – середина 
отрезка РQ. 
                                                                                Рис. 17
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18. Удвоить отрезок  Р1Q1.                                      
Решение показано на рисунке 18.   Построим 
точку F – середину отрезка РQ и соединим ее
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 треугольников 
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[image: image41.wmf]4

.

Ê

äàííîé

ïðÿìîé

÷åðåç

äàííóþ

âíå

åå

òî÷êó

ïðîâåñòè

ïåðïåíäèêóëÿð

5

. 

Ïîñòðîèòü

òî÷êó

, 

ñèììåòðè÷íóþ

äàííîé

îòíîñèòåëüíî

äàííîé

ïðÿìîé

À

Â

Î

n

m

N


19. . Построить отрезок длины n ( ( Р1Q1 (.  
Решение: для решения нужно просто n – 1 
 раз повторить процедуру,  использованную 
в предыдущей задаче. На рис.19 построение 
показано для n = 3                                              Рис.19

[image: image42.wmf]6. 
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20. Разделить отрезок Р1Q1 на m равных частей. 
Решение: Сначала на прямой РQ строим
 m – 1 равных отрезков РQ2, Q2Q3, … Qm-1Qm 
 Затем строим  ( РР1) и QmQ1  и соединяем 
их точку пересечения А с точками 
 Q2 , Q3, … Qm   Полученные m-1 прямых 
делят Р1Q1 на m равных  частей.
 Для m = 4 решение показано на рисунке 20
                                                                                                              Рис.20
Далее приведу примеры  задач,  которые можно решить самостоятельно.

1. Построить любую рациональную точку на прямой.

2. Построить рациональную точку на плоскости.

3. Доказать, что если МN = КN, то (МN) ( ( (ЕF) 
Заключение

Итак, вопрос  о возможности использования одной линейки для решения  классических задач на построение с помощью циркуля и линейки рассмотрен и решен. Оказывается задачи на построения можно решать с помощью одной только  линейки. При решении более сложных задач следует опираться в дальнейшем  на   так называемые основные построения, рассмотренные в данной работе.   
 Непосредственное применение изложенный материал может иметь не только на уроках математики, но и  в практической деятельности.
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Рис.15
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4. К данной прямой через данную вне ее точку провести перпендикуляр
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22.  Разделить отрезок P1Q1 на  m равных частей
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1. Удвоить отрезок Р1Q1
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21. Построить отрезок длины n |PQ1|
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Дана окружность, центр которой не указан. Постройте его двусторонней линейкой ширины меньше, чем радиус.
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15. Дан квадрат со стороной 1. 

Постройте: а) отрезки длиной   2 - √2  и  2 √2 - 2;

б) отрезок длиной √3 ;    в) угол в 60 градусов

г) равносторонний треугольник со стороной 1. 
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7. Разделить данный отрезок пополам
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6. Провести прямую, параллельную данной прямой MN, через не принадлежащую ей точку А
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3.  К данной прямой  MN  в данной  ее точке А провести  перпендикуляр
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2. Удвоить данный угол

ABF = 2ABC
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Дан отрезок данной длины а. Постройте отрезок, длина которого равна а/3
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 На прямой даны два отрезка, длины которых а и b. 

Постройте отрезки длины которых равны 
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14. Дан равносторонний треугольник со стороной 1. Постройте равносторонний треугольник со стороной √13
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8.Через данную точку проведите две взаимно перпендикулярные прямые
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