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Построения с помощью  «пятака»
Введение

Задачи на построение ограниченными средствами мы стали рассматривать на уроках геометрии в рамках учебного проекта «Задачи на построения». В школьной программе рассматриваются задачи на построение только циркулем и линейкой. Мы задались вопросом, а можно ли решать задачи на построение только одной линейкой, только одним циркулем? Доклад о построении только одной линейкой был прочитан на республиканской научной конференции «Шаг в будущее» и удостоен диплома. 

А когда  на уроке учительница  предложила  нам задачу  «на построение»: нарисована окружность, центр которой не указан, и на ней отмечена точка  А и  требуется построить диаметр данной окружности, у меня не оказалось циркуля,  и я решила воспользоваться монетой в пять рублей. Учительница  мне позволила воспользоваться монеткой, но попросила, чтобы я все сделала с обоснованием.  У меня получилось найти решение этой задачи. После чего я задалась целью выяснить, какие задачи на построения  можно решать с помощью «пятака». Для чего были поставлены задачи: изучение  литературы по данной теме, поиск и составление задач, возможных для решения  с помощью данного «инструмента», обработка материала, его осмысление, описание решения задач, использование задач на уроках
Актуальность задач  на построение возрастает в связи с тем, что находит применение на практике, является одним из областей прикладной математики. Умение пользоваться  подручным материалом для   решения рассматриваемых в данной работе задач,  имеет важное  значение в практической деятельности, т.к. постоянно мы сталкиваемся с различными задачами на построения, а условий и соответствующих инструментов иногда не бывает. 

Гипотеза. Возможно можно найти  пути  решения всех классических задач на построение, изучаемых в школе, используя  окружность с незаданным центром и одного радиуса  (далее пятак) 

В данной работе  рассмотрены не только так называемые основные построения, на которые следует опираться при решении более сложных задач, но и возможность построения различных точек, с помощью пятака, исходя из данных. 
Объектом исследования являются задачи на построения, а предметом – задачи на построения различных точек, фигур  с помощью «пятака».
Методы исследования: изучение математической литературы, анализ собранного материала, математические методы, графические методы.
Основная часть
                                                Теория 
           Каждое геометрическое построение решает некоторую геометрическую задачу на построение.  В геометрической задаче на построение требуется начертить фигуру, удовлетворяющую определенным условиям.  Если данные условия являются необходимыми и достаточными для определения искомой фигуры, то задача называется определенной. Она может в этом случае иметь одно, два и больше решений; в соответствии с этим ее называют однозначной, двузначной, многозначной.
Если дано меньше условий, нежели необходимо для определения фигуры, то существует бесконечное множество фигур, удовлетворяющих условиям задачи: задача является неопределенной.     Если дано больше условий чем достаточно, то фигура переопределена; задача в этом случае вообще не разрешима. [1]
 При решении геометрической задачи на построение обыкновенно поступают следующим образом. Предполагают искомую фигуру уже известной и с помощью методов, к рассмотрению которых мы сейчас приступим, изучают фигуру до тех пор, пока не станет ясным тот путь, по которому задача может быть решена предложенными средствами решения.  Затем могут быть выполнены требуемые построения. Но после этого еще необходимо показать, что полученная фигура удовлетворяет требуемым условиям, т. е. что построение правильно.  Наконец, необходимо еще исследование задачи в ее целом, т. е. определение числа решений, зависимости между числом решений и данными величинами и т. д. Таким образом,  в решении каждой задачи на построение должны быть отмечены четыре стадии:
1) анализ геометрической задачи на построение,

2)  выполнение построения,
3) доказательство правильности решения,
4) исследование.
Циркуль и линейка – вот первые чертежные инструменты, которыми пользовался человек. В школе мы изучали ряд простейших построений циркулем и линейкой. Строим прямую, проходящую через заданную точку и перпендикулярную (или параллельную) данной прямой,  делим отрезок на несколько равных частей, делим  пополам, заданный угол, но и решали и более сложные задачи. 
Среди бесчисленных задач на построение встречаются такие, в которых построение требуется произвести одной линейкой или одним циркулем. Существует теорема: всякое построение, выполнимое циркулем и линейкой, можно проделать одним циркулем. Эта теорема носит название теоремы Мора-Маскерони. В отличие от циркуля, одной линейкой можно проделать не всякое построение, выполнимое циркулем и линейкой.  (доказательство в книге  Родемахер Г. Числа и фигуры. М., Наука, 1966).  Существует теорема Штейнера, согласно которой все построения, выполнимые циркулем и линейкой, могут быть проделаны одной линейкой, если на листе предварительно нарисована окружность и отмечен ее центр. [7, стр.34]
Нигде не описаны применения окружности с незаданным центром для решения задач на построения. Я в качестве средств построения в данной работе выбрала пятак – модель окружности с незаданным центром  

Постановка задачи
Постановка задачи будет таким: пятаком   будем называть   окружность с незаданным центром, дающую возможность  непосредственно выполнять построения   через фиксированные точки. Будем считать точку построенной, если она является точкой пересечения окружностей, построенных с помощью пятака. Если даны две точки будем считать, что прямая задана, т.е. построена.
При выполнении работы у меня появилось предположение, что можно найти  возможность решения всех классических задач на построение, изучаемых в школе, используя  окружность с незаданным центром одного радиуса  (далее пятак) 

[image: image1]Сначала я попробовала построить различные пересечения окружностей, получаемых с помощью пятака. Пересечения окружностей одного радиуса дают  ряд очень интересных и чрезвычайно красивых  фигур.  (см. рис.)
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Используя эти рисунки,  попробовала решить некоторые задачи.
Задача 1. Дана прямая. Построить прямую, параллельную данной.

Решение:  (рис.1) Дана прямая  а. 

1. Построим окружность О1 так, чтобы она касалась прямой а в некоторой точке А

2. Построим окружностьО2, так, чтобы она касалась прямой а и окружности О1
3. Построим окружностьО3, так, чтобы она касалась прямой а и окружности О2
4. Построим окружностьО4, так, чтобы она касалась прямой а и окружности О3
5. Через точки касания окружностей проведем прямую, она и будет искомой.


[image: image7.wmf]   рис 1.

Задача 2. Построена окружность с помощью пятака. Разделить ее на 6 равных дуг

Решение:      На данной окружности отметим точку и через нее проведем окружность, касающую данную. Затем построим ряд окружностей, которые касаются данной и построенной. Получается «ромашка». Полученные точки касания данную окружность делят на 6 равных дуг   ( на 3 равные дуги).                            
                                                                                                        ( Рис 2)
Рисунок, полученный при решении данной задачи, позволяет построить правильный шестиугольник, вершинами которого являются точки касания пятаков, дает
 возможность построить  а) диаметр центральной окружности, его центр

Задача 3. Дана окружность и некоторая точка  А  на ней. Построить    а)  квадрат   б) равносторонний треугольник  с вершиной в данной точке.  (рис3, рис 4)
Решение:

  

                                                          
                           Рис.3                                                                                Рис. 4.
          Задача 4. Дана окружность, построенная с помощью пятака. Найдите центр этой окружности. 
Решение: 

1. Построим  данную окружность О. Возьмем на ней произвольную точку А. 
2. Построим окружность О1, которая  касается данной окружности в данной точке.
3. Построим окружность О2, , касающую этих двух окружностей О и О1
4. Построим окружность О3, которая касается окружностей О и О2
5. Построим окружность О4, которая касается окружностей О и О3
6. Построим окружность О5, которая касается окружностей О и О4
7. Построим окружность О6, которая касается окружностей О и О5
8.  Через точки пересечения  шести окружностей и данной окружности построим еще три окружности, соответственно.
9. Точка пересечения трех окружностей и есть искомый центр

                        

 Рис 5
Задача 5    Дан угол. Построить его биссектрису.

Решение: 

1. Проведем окружность О1 так, чтобы она касалась сторон угла.

2. Проведем окружность О2 так, чтобы она касалась окружности О1 и одной стороны угла

3. Проведем окружность О3 так, чтобы она касалась окружности О1 и другой  стороны угла     Рис 6                                                                                                     
4. Вершину угла  А соединим с точкой 
пересечения окружностей О2 и О3 – В
5. АВ – биссектриса
Задача 6 Дана окружность, построенная с помощью пятака и ее касательная.  Построить ее диаметр 

Решение:

1. Построим окружность О1 так, чтобы она касалась данной окружности и касательной. 

2. Построим окружность О2, касающую окружности О1 и касательной с другой стороны.                               Рис. 7
3. Построим две окружности О3 и О4 через точки касания                                                                                                
4. Точки пересечения данной окружности с окружностями О1 и О3,  и с О2 и О4 дают нам диаметр АВ. 
Задача 7
1. Построена окружность с помощью  пятака, на ней точка А. Найти   диаметрально противоположную точку В.
Решение:  

1) Построим окружность О1 и отметим на ней точку А.;   (рис.1) 
2) Построим окружность О2, пересекающую окружность О1 в точке А и в какой-либо точке Р;

3) Через точку Р проведем окружность О3, пересекающую окружность О2 в какой-либо точке Q;
4) Через точку Q проведем окружность О4, пересекающую О1 в какой-либо точке R, а окружность О3 – в какой-либо точке S; 

5) Приложим пятак к точкам  R и S так, чтобы проведенная с помощью пятака Окружность О5 прошла через эти точки; 
6) Пересечение окружностей О5 и О1 дает искомую точку В
Для доказательства применяем теорему: если равные окружности с центрами в точках О1 и О2 пересекаются в точках М1 и М2, то  М1О1О2М2 – ромб

 рис. 8




Рис.9

Задача 8 .  Дан луч ОА. Построить угол АОВ =  450
Решение.

1. Построим окружность О1   с помощью пятака, касающуюся луча ОА в точке О.                                                    
2. Построим окружность О2, касающую окружность О1 в точке В  и луч ОА.

3. Угол АОВ - искомый
Имея рисунок 10, мы всегда можем построить углы в 600, в 1200,  а рисунок 11 дает возможность построить правильный треугольник.


Заключение

Многие задачи, например, разделение заданного отрезка пополам, построение перпендикуляра к данной прямой из заданной точки, деление угла пополам, я не смогла. Буду дальше искать решения этих и может,  и других задач, используя пятак.

Теория геометрических построений очень меня заинтересовала, буду ее дальше изучать,  пробовать придумывать задачи и решать их.

Вопрос  о возможности использования пятака для решения задач на построения рассмотрен и решен частично.  Оказывается задачи на построения можно решать с помощью постоянной окружности, но не всегда.  При решении более сложных задач следует опираться в дальнейшем  на выводы, сделанные в работе.
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Смотри! Соединив точки пересечения окружностей, получаем  квадрат, и равносторонний треугольник. Правда, длины сторон постоянны, в зависимости от диаметра окружности.
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